
 Lagrangian Dynamicsديناميكية لاكرنج 

 مقدمة 

ان قانون نيوتن في الحركة اثبت بشكل جيد امكانية استخدامه في حل مسائل الميكانيك الكلاسيكي واعطاء  
فأن تطبيق قوانين نيوتن للمسائل المعقدة يمكن ان يكون صعباً  ا ومع ذلك  انينهميق للطبيعة وقو عالفهم ال

أما   نظام  ذلك على حركة  تطبيق  نظام   كون طريقة حركته معقدة جداً تجداً وخصوصاً عند  يتطلب  او 
احداثيات غير الديكارتية لوصفها أو قد يكون النظام ذو حركة مقيدة على سطح معين او قد يحتوي النظام  

 قتصر على جسم واحد.عدة جسيمات ولا ي 

أن ديناميكية لاكرنج تشير الى تطبيق عدة عمليات مختلفة للحصول على معادلات حركة النظام. لقد ساهم  
لويس لاكرنج   الفرنسي جوزيف  قانون  Joseph Louis Lagrange  (1736-1813العالم  ( في حل 

ة لميكانيك نيوتن وتزداد استخدامها وتعتبر معادلات لاكرنج اعادة صياغبطريقة مختلفة    F=maنيوتن الثاني  
في التطبيقات الهندسية ومعادلات لاكرنج قادت الى مفهوم الهملتوني واستخدامه ايضاً في الميكانيك الكمي  

 ومجالات الفيزياء الاخرى.

لتعيين موضع   من الاحداثيات   3Nمن الجسيمات نحتاج بصورة عامة الى     Nفي حالة منظومة متكونة من  
جميع الجسيمات في في وقت واحد بصورة كاملة ) الشكل العام للمنظومة(. اما اذا فرضت قيود على  

 يين الشكل العام للمنظومة. لتع   3Nالمنظومة فنحتاج الى عدد من الاحداثيات اقل من 

معين   عدد  عامة اصغر  بصورة  لهذه      nويتطلب  نرمز  معينة. وسوف  لمنظومة  العام  الشكل  لتعيين 
 :  الاحداثيات بالشكل الاتي

   𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, . . . . . , 𝑞𝑛 
ت . فاذا كانت المنظومة متكونة من جسيم واحد فيمكن كتابة الاحداثاالتي تسمى بالاحداثيات المعممةو 

 لاحداثيات المعممة على النحة التالي: ية كدوال لالديكارت

𝑥 = 𝑥(𝑞)      ) درجة حرية واحدة ) حركة على خط مستقيم                                                                    

 

𝑥 = 𝑥(𝑞1, 𝑞2) 
𝑦 = 𝑦(𝑞1, 𝑞2)               )درجتا حرية ) حركة على سطح                                                            

        



𝑥 = 𝑥(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) 
𝑦 = 𝑦(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) 

𝑧 = 𝑧(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3)         الحركة في فضاء(                                                     ثلاث درجات حرية ( 

         

قان المعممة من خلال  الاحداثيات  بدلالة  ايجاد معادلة لاكرنج  الحركية ويمكن  والطاقة  الثاني  نيوتن  ون 
 ي :لكامنة حيث تكون دالة لاكرنج كما يلوا

𝐿 = 𝑇 − 𝑉 
 الطاقة الكامنة   Vتمثل الطاقية الحركية و  Tيث ان ح

 ويمكن كتابة معادلات لاكرنج على النحو التالي : 
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑘
=

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑘
 

 . بدلالة المحاور مناسبةافظة بسهولة اذا عرفنا دالة لاكرنج  يمكن ايجاد معادلات الحركة لاي منظومة محو 

 لاكرنج   بعض تطبيقات معادلات

 الطريقة العامة لايجاد معادلات الحركة لمنظومة هي كما يلي:

 المنظومة العام.  يل شكلاختيار محاور مناسبة لتمث  .1
 ن. كدالة لهذه المحاور ومشتقتها بالنسبة للزم   Tايجاد الطاقة الحركية  .2
 ايجاد الطاقة الكامنة كدالة للاحداثيات. .3
 .   L=T-Vايجاد دالة لاكرنج   .4

 نج .دلة لاكر تطبق معا

   -مثال :

وكانت له طاقتي الجهد ) كامنه( والحركة   xyيتحرك في مجال محافظ في مستوي    mقذف جسيم كتلته  
 كالتالي : 

𝑉 = 𝑚𝑔𝑦, 𝑇 =
1

2
(𝑥̇2 + 𝑦̇2) 

 .  xyكرنج للحركة في اتجاه محوري  وجد دالة لاكرنج واوجد معادلتي لاا



 الحل: 

 دالة لاكرنج هي كالتالي :

𝐿 = 𝑇 − 𝑉 
𝐿 =

1

2
(𝑥̇2 + 𝑦̇2) − 𝑚𝑔𝑦 

 عادلتي الحركة :م

 وهي:  xاو في اتجاه الاحداثي المعمم  xفي اتجاه محور 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑥̇
) =

𝜕𝐿

𝜕𝑥
(1) 

 هي :  yي اتجاه محور ف
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑦̇
) =

𝜕𝐿

𝜕𝑦
(2) 

 ( كل على حدى ثم نوجد معالدلة الحركة لكل محور: 2و1في المعادلتين )  جب ايجاد قيم المشتقات الجزئيةي

 :  xرمحو 
𝜕𝐿

𝜕𝑥̇
= 𝑚𝑥̇ ⇒

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑥̇
) = 𝑚𝑥̈ 

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 0 

 ( نجد ان : 1التعويض في المعادلة ) ب

𝑚𝑥̈ = 0 ⇒ 𝑥̈ = 0 
 xمثل معادلة الحركة على المحور ت

 :  yمحور 
𝜕𝐿

𝜕𝑦̇
= 𝑚𝑦̇ ⇒

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑦̇
) = 𝑚𝑦̈ 

𝜕𝐿

𝜕𝑦
= −𝑚𝑔 

 ( نجد ان :2التعويض في ) ب



𝑚𝑦̈ = −𝑚𝑔 ⇒ 𝑦̈ = −𝑔 
 y مثل معادلة الحركة على المحورت

 جسيم منفرد في مجال مركزي. مثال : 

 سوف,  لجسم يتحرك في مستوي تحت تأثير قوة مركزيةلإيجاد معادلات لاكرنج للحركة 

 q1=r ,q2=Ɵ  أنأي  يتحرك في مستوي    لأنهجسم درجتا حرية  القطبية للحل حيث لل  الإحداثيات نختار   
 عندئذ  

𝑇 =
1

2
𝑚𝑣2 =

1

2
𝑚(𝑟̇2 + 𝑟2𝜃̇2) 

𝑉 = 𝑉(𝑟) 
𝐿 =

1

2
𝑚(𝑟̇2 + 𝑟2𝜃̇2) − 𝑉(𝑟) 

 وبتطبيق معادلات لاكرنج نحصل على  
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑟̇
) =

𝜕𝐿

𝜕𝑟
(1) 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝜃̇
) =

𝜕𝐿

𝜕𝜃
(2) 

 لمشتقات الجزئية المناسبة هي كما يلي: ا
𝜕𝐿

𝜕𝑟̇
= 𝑚𝑟̇ 

𝜕𝐿

𝜕𝑟
= 𝑚𝑟𝜃̇2 −

𝜕𝑉

𝜕𝑟
⇒

𝜕𝐿

𝜕𝑟
= 𝑚𝑟𝜃̇2 − 𝐹𝑟 

 

𝑚𝑟̈ = 𝑚𝑟𝜃̇2 + 𝐹𝑟 
𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝑟2𝜃̇) = 0 

𝑟̈ =
𝑚𝑟𝜃̇2 + 𝐹

𝑚
 

 xمثل معادلة الحركة على المحور ي
𝜕𝐿

𝜕𝜃
= 0 



𝜕𝐿

𝜕𝜃̇
= 𝑚𝑟2𝜃̇ 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝜃̇
) = 𝜃̈𝑚𝑟2 

 ي أنأ

𝜃̈𝑚𝑟2 = 0 
 yعلى المحور  الحركة لهذا الجسيم دلةوهي تمثل معا

 ماكنة أتود مثال : 

,   aثابت ويمر على بكرة نصف قطرها    bطوله    مربوطتين بخيط  m1,m2تتألف ماكنة أتود من كتلتين  
 المطلوب هو حساب تعجيل المنظومة .

 الحل 

كما هو مبين    xهي    m1من البكرة إلى الكتلة  ة واحدة وسنفرض أن المسافة الشاقولية  للمنظومة درجة حري
 في الشكل 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥̇وواضح أن الانطلاق الزاوي للبكرة هو  

𝑎
 يمثل نصف القطر أذن الطاقة الحركية للمنظومة هي: aث حي  

𝑇 =
1

2
𝑚1𝑥̇

2 +
1

2
𝑚2𝑥̇

2 +
1

2
𝐼
𝑥̇

𝑎
 

b-x x 

a 

 m1 

   m2 



 زم القصور الذاتي للبكرة وتعطى الطاقة الكامنة كما يلي: يمثل ع Iيث ح

𝑉 = −𝑚1𝑔𝑥 −𝑚2𝑔(𝑏 − 𝑥) 

 الاحتكاك فدالة لاكرنج تكون كما يلي:  أهملنا إذاو 

𝐿 = 𝑇 − 𝑉 
𝐿 =

1

2
(𝑚1 +𝑚2 +

𝐼

𝑎2
) 𝑥̇2 + 𝑔(𝑚1 −𝑚2)𝑥 + 𝑚2𝑔𝑏 

 معادلات لاكرنج نحصل على  ومن  
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑞̇𝑘
=

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑘
 

 حصل على  ن

(𝑚1 +𝑚2 +
𝐼

𝑎2
) 𝑥̈ = 𝑔(𝑚1 −𝑚2) 

𝑥̈ =
𝑚1 −𝑚2

𝑚1 +𝑚2 +
𝐼
𝑎2

 

تهبط بتعجيل ثابت , بينما اذا    m1نلاحظ ان    m1>m2اذا كانت  ظومة.مثل التعجيل المن ت  𝑥̈حيث أن 
𝐼بتعجيل ثابت , والحد  m2عندئذ ترتفع   m1<m2كانت 

𝑎2
 في المقام يبين تأثير القصور الذاتي للبكرة. 

 جسم ينزلق على سطح مائل متحرك مثال : 

يستطيع ان ينزلق بحرية على    خيروالأ  Ɵزاوية ميله  و   Mكتلته    أملسسطح مائل  ينزلق على    mجسم كتلته  
 كما في الشكل :  أفقيسطح 

 

 

 

 

 

 

 m 

M 

x 
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 الحل

من نقطة    الأفقيالسطح المائل    إزاحةأي     x ,X   الإحداثيات في هذا المثال هناك درجتا من الحرية هما  
 ح المائل على التوالي .الجسم من نقطة مرجعية على السط  وإزاحةالمرجعية 

 المبينة في الشكل فأن: ةالسرعومن المخطط 

𝑉2 = 𝑋̇2 + 𝑥̇2 + 2𝑋̇𝑥̇ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 (1) 
 :نحصل على  (2( في )1المعادلة ) قيمة ض يعو بتو   Tذن الطاقة الحركية للمنظومة أ

𝑇 =
1

2
𝑚𝑣2 +

1

2
𝑀𝑥̇2 (2) 

𝑇 =
1

2
𝑚(𝑉2 = 𝑋̇2 + 𝑥̇2 + 2𝑋̇𝑥̇ 𝑐𝑜𝑠 𝜃) +

1

2
𝑀𝑥̇2                   

 الطاقة الكامنة للمنظومة هيو 

𝑉 = −𝑚𝑔𝑋 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 
   الأفقيلان السطح المائل يتحرك على السطح  xتحتوي على الاحداثي  لا لتياو 

    فأن دالة لاكرنج وعليه 

L=T+V 

 أذن

𝐿 =
1

2
𝑚(𝑉2 = 𝑋̇2 + 𝑥̇2 + 2𝑋̇𝑥̇ 𝑐𝑜𝑠 𝜃) +

1

2
𝑀𝑥̇2 +𝑚𝑔𝑋 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

 من معادلة لاكرنج و 
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑥̇
=
𝜕𝐿

𝜕𝑥
 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑋̇
=
𝜕𝐿

𝜕𝑋
 

 حصل على ن
𝜕𝐿

𝜕𝑥̇
= 𝑚(𝑥̈ + 𝑋̈ 𝑐𝑜𝑠 𝜃) + 𝑀𝑥̈ 



𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 0 

𝜕𝐿

𝜕𝑋̇
= 𝑚(𝑋̈ + 𝑥̈ 𝑐𝑜𝑠 𝜃) 

𝜕𝐿

𝜕𝑋
= 𝑚𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 

 ية في معادلة لاكرنج نحصل على عند تعويض هذه المشتقات الجزئو 

𝑚(𝑥̈ + 𝑋̈ 𝑐𝑜𝑠 𝜃) + 𝑀𝑥̈ = 0 
𝑚(𝑋̈ + 𝑥̈ 𝑐𝑜𝑠 𝜃) = 𝑚𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 

 من هاتين المعدلتين نحصل على تعجيل الجسم والسطح المائل و 

𝑋̈ =
𝑚𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃

1 −
𝑚𝑐𝑜𝑠2 𝜃
𝑚 +𝑀

 

𝑥̈ = −
𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑚 +𝑀
𝑚

− 𝑐𝑜𝑠2 𝜃
 

 

 مثال : اذا كان الفرق بين الطاقة الحركية والكامنة لمنظومة ميكانيكية يعطى بالعلاقة : 
𝒙̇𝟐

𝟐(𝑨 + 𝑩𝒚𝟐)
+
𝟏

𝟐
𝒚̇𝟐 − 𝑪𝒚𝟐 

 ثوابت اوجد معادلات الحركة لهذه المنظومة.  A,B ,Cحيث 
 

 الحل : 
 ان دالة لاكرنج معطى بالعلاقة :

𝐿 =
𝑥̇2

2(𝐴 + 𝐵𝑦2)
+
1

2
𝑦̇2 − 𝐶𝑦2 (1) 

 المنظومة تعمل على محورين فعليه معادلات لاكرنج تصبح :بما ان 
 هي : xالمعادلات التي في المحور الاحداثي المعمم   -1

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑥̇
) =

𝜕𝐿

𝜕𝑥
(2) 

 هي : yالمعادلات التي في المحور الاحداثي المعمم   -2
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑦̇
) =

𝜕𝐿

𝜕𝑦
(3) 



 يجب ايجاد الاشتقاقات المطلوبة لحل المعادلات اعلاه وهي : 
 فان:  xالنسبة للمحور  ب
 

𝜕𝐿

𝜕𝑥̇
=

𝑥̇

(𝐴 + 𝐵𝑦2)
 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑥̇
) =

(𝐴 + 𝐵𝑦2)𝑥̈ − 𝑥̇(2𝐵𝑦𝑦)̇

(𝐴 + 𝐵𝑦2)2
(4) 

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 0 (5) 

 :  x( نحصل على معدلات لاكرنج للمحور  2( في ) 5( و )4نعوض )
(𝐴 + 𝐵𝑦2)𝑥̈ − 𝑥̇(2𝐵𝑦𝑦)̇

(𝐴 + 𝐵𝑦2)2
= 0 

 اذا لا يوجد تعجيل على هذا المحور 
 

 فان :  yاما المحور 
 

𝜕𝐿

𝜕𝑦̇
= 𝑦̇ 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑦̇
) = 𝑦̈ (6) 

𝜕𝐿

𝜕𝑦
=

−𝑥̇2(4𝐵𝑦)

4(𝐴 + 𝐵𝑦2)2
− 2𝐶𝑦 (7) 

 :  y( نحصل على معادلات لاكرنج للمحور 3( في ) 7( و )6بتعويض ) 

𝑦̈ =
−𝑥̇2(4𝐵𝑦)

4(𝐴 + 𝐵𝑦2)2
− 2𝐶𝑦 

 وهي تمثل تعجيل ومعادلات الحركة للمنظومة 
 
 
 

 

 

 


